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Resumen : Para el estudio abstracto de ciertos
algoritmos de minimización de funciones, Szego-Treccani intro
ducen el concepto de Semisistema Dinámico Discreto, efectuan
do el correspondiente estudio axiomático . Sucesivas extensio-
nes dan un desarrollo de la teoría en el marco de un espacio
de Hilbert, considerando alternativamente sus topologías fuer
te y débil, para su aplicación a la optimización de funciona-
les . Se presenta aquí el planteamiento y primeras propiedades
para el caso de un espacio topologico general .
1 . Notaciones
Se supone dado en lo sucesivo un espacio topo
lógico (X,T) separado . Con F(X) se denotará el conjunto de
las partes no vacías T-sucesionalmente compactas de X .
Para evitar la proliferación de definiciones
se emplearán los términos habituales de la teoría de Semisis-
temas dinámicos discretos en el mismo sentido que aparecen
Szego ( 3 ) salvo que sea necesaria su reformulación .
2 .
	
El espacio con limite (F (X) , S) .
en
Se tratará en este apartado de definir sobre
F(X) una estructura de espacio con límite (en el sentido de
Kuratowski ( z )) que comprenda como caso particular el espa
cio topológico (F(X),S ) inducido por la semidesviación
entre compactos tal como aparece en ( 1 ) y (° ) .
dice que (An ) a -converge hacia A si para toda sucesión (xn )
con
	
xné An n=1,2, . . . existe euna subsucesión (xnp
) de modo
que xn --'-> x EA .
p Es fácil dar ejemplos para los que (F(X),a)
no es un espacio con limite . No obstante :
Se dice que (An ) R-converge hacia A(-F(X) si
toda subsúcesión de (An ) a-converge hacia A .
_Teorema
F(X) con la convegencia S es un espacio con li-
mite .
espacio topologico
Se demonina semisistema dinámico discreto sobre
X a la terna (X,I+ , u) donde I+ es el conjunto dg los enteros
no negativos y la aplicación Tí :XxI +-~ F(X) verifica
3 .1 . Para cada xeX, 71(x,0)= {x}
3 .2 . Para cada kEI+ la aplicación
Tk=71 ( . ,_ k) :X-1 F (X)
es 101-continua ,.l sentido G vde lo ., ' os con 1 imi tetill1no44 en G ..spav_
3 .3 . Para cada xeX, y cualesquiera h,kEI+ se ve-
rifica que
Para la consistencia de la definición se debe
probar que si MEF(X) y q( .,k) verifica (3 .1) y (3 .2), enton -
ces el conjunto Tr(M,k)=U 71(y,k) es sucesionalmente compacto
es decir pertenece a F(X)Y"
Obviamente f(M,k) es no vacío . Sea (xn ) una Buce
sión en TT(M,k) . Existe entonces una sucesión en M, (yn ) tal
que xn E71(yn ,k) n=1,2, . . . y como M es sucesionalmente compac
to puede suponerse que
y por la continuidad de Tr k	, TT(yn ,k)-> Tr(y,k), de donde se
sigue que la sucesión xn admite una subsucesión (xnp) con
xnp xETr (y, k) C 71 (M, k)
Luego Tr(M,k) es sucesionalmente compacto y la definición es
consistente .
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Sea (An ) una sucesión en FM . Sea AcF(X) .Se
3 . Semisistemas Dinámicos discretos sobre un
Tr (Tr (x,h) ,k)=Tr (x,h+k)
Cualquier semisistema dinámico discreto en la
acepción de Szego ( s ) o en la de (" ) lo es en la aquí da-
da . Además existe un método standard de definir semisistemas
sobre X :
Teorema
Sea T:X ---~. F(X)
	
una aplicación continua entre los
espacios con limite (X,T) y (F(X), S) . Entonces si se define
nT :X , I
+ ----> F(X) mediante
~71T(x,0)=T0(x)= {x }
ln T (x,k)=T(rr(x,k-1)) k=1
la terna (X,I , u T ) constituye un semisistema dinámico discreto
sobre X, que se denomina inducido por T . En el caso particular
de que T sean una plicacibn con valores en X, *es decir,T :X 1X
se dice que el correspondiente semisistema tiene unicidad pos¡
tiva .
La definición usual de solución se mantiene para
los semisistemas dinámicos sobre espacios topológicos, e iggual
mente el concepto de conjunto limite positivo (y finito) de una
solución .Lo mismo sucede para los semiconos positivo y negativo
de trayectorias a traves de xc'X, y también para el caracter de
positivamente invariante, negativamente invariante, invariante,
cuasipositivamente invariante etc . Siguen verificándose los si
guientes resultados :
Teorema
M C X es cuasi positivamente invariante si
para todo x de M, u(x,1MM ~ .
Teorema
y sólo si
El conjunto limite positivo de una solución X , que
denotaremos como es usual L+ ( X), es cuasipositivamente invarian
te .
Las nociones de estabilidad y atracción pueden for-
mularse como sigue :
Un semisistema dinámico discreto sobre (X,T) se di-
ce estable en el sentido de Lagrange si para cada xEX el semic_o
no positivo T+ (x) es sucesionalmente compacto .
Sean xEX y M X . Se dice que
x es atraido por M si para cualquier solución X
por x se tiene que
	
X(n)-~ yEM .
x es casi atraido por M si para cualquier solución
X por x se tiene que L+ (X) ~ ~ y L+ (X ) C M .
x es débilmente atraido por M si para cualquier so-
lución X por x, L+ ( X) C. M .
De forma similar a lo que ocurre en Rn se verifica
en este caso que
Teorema
Los respectivos conjuntos de puntos de X, atraidos,
casi atraidos, y débilmente atraidos (llamados respectivamente
regiones de atracción,casi atracción y atracción débil de M),
son positivamente invariantes .
M C X es estable si para todo xVM y para todo y de M,
existen T-entornos u de x y V de y tales que Un T+ (V)=
Puede demostrarse que si M es estable es positivamente invariante .
4 . Func ione s de Liapunov
Sean V C. X y J :V -. R . Se dice que J es una fu_n
ción de Liapunov para el semisistema (X,In) si :
4 .1) J es semicontínuá inferiormente
4 .2) Para cada solución X a través de x EV,si
X(1)EV se verifica que J(X(1)) :r=J(x) .
4 .3) Si X es cualquier solución de trayectoria
contenida en V, y (kn)cI + con kn-"~ verifica que X(kn)-TXEV,
entonces J(X(kn )) - J(x) .
Es de indispensable aplicación en semisistemas
generados por algoritmos de optimización, el siguiente resulta
do :
Teorema
Si un función de Liapunov J está definida sobre
la trayectoria de una solución y sobre su conjunto límite,'en-
tonces es constante sobre dicho conjunto limite .
A partir de este teorema se obtienen fácilmente
resultados sobre la convergencia de las soluciones al lo largo
de las cuales una función de Liapunov es estrictamente decre -
ciente .
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